MATRIXOK DETERMINANSANAK KISZAMITASA ES A DETERMINANSOK TULAJDONSAGAI

Bevezetés:
— Determinans: A matrixhoz tartozé, meghatarozott modszerrel kiszamitott egyetlen szamadat
— Jeldlés: |[A| vagy detA

— Szabaly: determinans kizarélag a négyzetes matrixok esetén szamithato (olyan matrixok, ahol a sorok szama azonos az oszlopok
szamaval), egyéb matrixok esetén nincs értelme

— Kiszamitas: a szamitds modszerét a martix mérete hatdrozza meg. 2x2-es matrix esetén az 1.mddszert, 3x3-as matrix esetén
elsosorban a 2.modszert (de alkalmazhaté a 3.médszer is), mig ennél nagyobb matrixok esetén kizarélag a 3.mdédszert
alkalmazzuk.

1. Determinansok Kiszamitasanak modszerei

IR

A foatloban elhelvezkedo elemek szorzatabol levonjuk a mellékatloban szereplo elemek szorzatat

A példa adataival: detA = 4*3 — 1%(-2) =14

1.modszer: 2x2-es matrixok esetén a szamitas a kovetkezo:

2.modszer (Sarrus szabaly): 3x3-as matrixok esetén a szamitas 1épései a kovetkezok:

1 2 2
A=| 2 3 1
2 2 3

1.LEPES: A matrix elsé két oszlopat leirjuk mégegyszer a matrix mogeé.

E R
-2 1 -2
2820 3 |2 =

2.LEPES: A matrix bal felsé elemébél kiindulé féatléjaban 1évé elemeket 6sszeszorozzuk, majd az eredményt leirjuk a f6atlé ala.

12 2 |1 2

2031 |2 3

2 203 |2 =2
9

A példa adataival: 1*3*3 =9
3.LEPES: A 2.LEPESt megismételjiik a matrix elsé soraban elhelyezkeds MAS00IK ¢s HAPMAGIK clembdl kiindulé féatlokkal is.

1 1 2
2 3 3
2 2 3

9 4 [8]

A példa adataival: I*I*I =4 és (.)*(.)*(.) = .
4.LEPES: A matrix bal alsé elemébdl kiindulé mellékatléjaban 1évo elemeket osszeszorozzuk, majd az eredményt leirjuk a
mellékatlo folé.

-12
1 2 (-2 1 2
2131 2 3
2 -2 3 2 2
9 4 -8

A példa adataival: 2*3*(F2) =-12

5.LEPES: A 4.LEPESt megismételjilk a matrix harmadik soraban elhelyezkedd - és _ elembdél kiindulé
mellékatlokkal is.
-12 -2 528

A példa adataival: (B)*1+1 = -2 ¢és @)*@)*@) = 12




6.LEPES: A 2-3.LEPESben kapott szaimok isszegébél levonjuk a _ oOsszegét.

1 2 -2 1 2

2 3 1 2 3

2 -2 3 2 -2
9 4 -8

A példa adataival: detA = (9 + 4 + (8)) - (i@ + @) + #i2)) =5- (@6) =31

3.moédszer (Aldeterminansok szerinti kifejtés): a korabbinal nagyobb matrixok esetén ezt a modszert hasznaljuk. Ennek a modszernek két
valtozata lehetséges. Az 1.valtozat mechanikusabb, de tobb szamitast igényel, mig a 2.valtozat lényegesen rovidebb, de oGtletet (triikkkot)
igényel.

1 2 1 -1
2 2 1 2
A=| -1 1 3 1
1 0 -1 1

1.véltozat: a mechanikus, tobb szamitast igényld valtozat 1épései a kovetkezok:

LLEPES: Kivalasztjuk a matrix egy tetszoleges sorit vagy oszlopat. Célszerii a legtobb nullat tartalmazé sort vagy oszlopot
valasztani (Ha nincs egyetlen nulla sem a matrixban, akkor mindegy, melyiket valasztjuk).

1/2 1 -1
202 1 2
171 3 1
1.0 1 1

A fenti példaban valasszuk a masedik oszlopot, mert ebben van egy nulla (valaszthatnank a negyedik sort is).

2.LEPES: Az 1.LEPESben Kivalasztott sor vagy oszlop dsszes nullitél kiilonbozé eleméhez eléjeles aldeterminanst szamitunk. (A
példaban 3 db eldjeles aldeterminanst fogunk szamitani, mert az 1.LEPESben kivalasztott oszlopban 3 db nullatoél kiilonb6z6 elem
talalhato: 2, =2, 1) Ennek 1épései egy adott elem esetén a kdvetkezok:

2A.LEPES: Kivilasztjuk az 1.LEPES oszlopanak vagy soranak elsé nullatél Kiilonbozo elemét.

1 2 1 o]
202 1 2
401 3 1
1.0 1 1 |
2B.LEPES: A 2A.LEPESben Kivalasztott elem Teljesisorat ¢s (eljesnoszlopat toroljiik a matrixbol (beleértve a kivalasztott
elemet is).
1 2
31
[ -1 1 —

2C.LEPES: Klszamltjuk a 2B.LEPESt kovetéen _ (az eredetinél eggyel kevesebb sort és eggyel kevesebb oszlopot
tartalmazo) determinansat az 1-2-3.modszer szerint.

Mivel a példaban a megmaradt matrix 3x3-as, ennck determinansat a 2.médszer (Sarrus szabaly) szerint szamithatjuk.

6 -2 -1
2 1 2 2 1
-1 3 1 -1 3
1 -1 1 1 -1

A megmaradtmatrixdeterminansa pclda adataival: (6 + 1 +2) = (6+(-2) + (-1)) =9-3=§

2D.LEPES: A BCHEPESben Kapotthdeterminans: beszorozzuk (<1) Fi-vel, ahol i = ahanyadik sort a 2B.LEPESben
elhagytuk az eredeti matrixbdl, mig j = ahdnyadik oszlopot a 2B.LEPESben elhagytuk az eredeti matrixbol (A példaban i = 1,

mert az elsé sort hagytuk el és j =2, mert a masodik oszlopot).
A példa adataival: §*C1)" 2= 6*(-1)° = §*(-1) =6

A kapott eredmény nem mas, mint a 2A.LEPESben Kivilasztott elemhez tartozé eléjeles aldetermindns értéke.




2E.LEPES: A 2A-2D.LEPEScket megismételjik az 1.LEPESben kivélasztott sor vagy oszlop mindegyik nullatél kiilonbozé
elemével kiilon-kiilon.

Megismételve a 2A-2D.LEPESeket az 1,LEPESben kivalasztott oszlop masodik nullitél kiilonbozé elemével:
3 -1 -1

1.2 1 -1 1 1 - 1 1
2 2 1 2 - — - 103 1 -1 03
101 3 1 1 -1 1 1 -1
1.0 -1 1

CHI+E) =)+ + ) =3-¢5 =8 - B2 =-Fc)' =81 -8
Megismételve a 2A-2D.LEPESeket az 1.LEPESben kivalasztott oszlop harmadik nullatél kiilonbozé elemével:

-2 02
1/2 1 -1 1 1 -1 1 1
2021 2 — - - 2 1 2 2 1
0 -1 1

p—

(+2+2)=((D+(2)+2)=5-(-1)=8 - 8D =61 =§-1=F6
Osszefoglalva a 2.LEPESben kapott eredményeket:

1A.LEPESben kivalasztott oszlop (sor) nullatdl Kiilonb6zo elemei 2 -2 1
2.LEPESben kiszamitott eléjeles aldeterminznsok értéke -6 8 -6

3.LEPES: Az 1.LEPESben kivalasztott oszlop (sor) nullitél kiilonbozd elemeit beszorozzuk a hozzajuk tartozd (2.LEPESben
kapott) eléjeles aldeterminansokkal, majd a kapott eredményeket osszeadjuk.

A példa adataival: 2%(=6) + (-2)*8 + 1*(-6) = [l
A kapott eredmény nem mas, mint az _ melyet ki akartunk szamitani (a példaban -)

2.valtozat: a révidebb, kevesebb szamitast (de otletet) igényld valtozat 1épései a kdvetkezok:

1 2 1 -1
2 2 1 2
A=| -1 1 3 1
1 0 -1 1

1.LEPES: Elemi sor és oszlopmiiveletekkel elérjiik, hogy a matrixnak legyen olyan sora vagy oszlopa, amelyben legfeljebb egy
nullitol Kiilonboz6 elem talalhato (ha a megadott matrixnak van olyan sora vagy oszlopa, amelyben csak egyetlen nullatél
kiilonb6zo elem talalhatd, akkor az 1.LEPESre nincs sziikség, a megoldast a 2.LEPESsel kezdjiik).

1A.LEPES: Kivalasztjuk azt a sort vagy oszlopot, amelyikben a legtobb nulla taldlhaté (ha tobb ilyen van vagy egyaltalan
nincsen nulla, akkor a valasztas tetszoleges).

1/2 1 -1
2 =21 2
-171 3 1
1.0 1 1

A fenti példiaban valasszuk a masodik oszlopot, mert ebben van egy nulla (valaszthatnank a negyedik sort is, mert ebben is egy
nulla van, egynél tobb nulla pedig egyetlen sorban vagy oszlopban sincsen).

1B.LEPES: Kivalasztunk a matrixb6l két olyan sort vagy oszlopot (ha az 1A.LEPESben oszlopot vilasztottunk, akkor az
1B.LEPESben mar sorokat kell, ha viszont korabban sort valasztottunk, akkor most oszlopokat kell), melyekben az
mindeniitt nullatél Kkiilonboz6 szam all.

A fenti példaban valasszuk az BIS6/esaMAPMAdIKSOrt (mindenképp sort kell, mert az 1A.LEPESben oszlopot valasztottunk).

1C.LEPES: Az _ sorok/oszlopok koziil az - (a valasztas tetszdleges, legyen most a 3.sor)

mindegyik szamadatot szorozzuk a-val (csak fejben, de nem irjuk le!!), majd az igy kapott sort/oszlopot hozziadjuk az

Kivéve azt az

Fejben — -2 1 2
— [ -la, 1o, 30, 1o :l 1 3 1




1D.LEPES: Az 1C.LEPES utin kapott matrix 1A.LEPESben kivalasztott soaban/oszlopaban 16v6 o-t tartalmazé _adatot
nullival tessziik egyenlové ¢s meghatarozzuk az a értékét.

1-a | 2ta 1+30 o-1

A példaban 2 + o =0, amelybdl a.=-2
1E.LEPES: Az 1D.LEPESben kapott a értéket (a példaban a_= -2) behelyettesitjiik az 1C.LEPES utan kapott matrixba az
osszes o helyére.

1-(-2) 2+(-2) 1+43%(-2) (-2)-1 300 5 3
2 2 1 2 - 2 02 1 2
-1 1 3 1 11 3 1
1 0 -1 1 1.0 -1 1

Vegyiik észre, hogy az 1A-1E.LEPESek végrehajtisa utan az 1A.LEPESben kivalasztott oszlopban megjelent még egy nulla,
tehat mar két nullat tartalmaz az oszlop, azaz a lépésekkel sikeriilt a matrixban a nullak szamat novelni.

1F.LEPES: A kapott 4j matrixbol kiindulva az 1A-1E.LEPESeket megismételjiik mindaddig, amig a matrixnak lesz egy olyan
sora/oszlopa, melyben legfeljebb egy nullatol kiilonb6z6 elem szerepel.

1A.LEPES 1B.LEPES 1C.LEPES

3.0 5 3 3.0 -5 3 3 0 -5 -3 1C.LEPES

2 121 2 — — Fejben

H B B

1.0 -1 1 1.0 -1 1 1 0 -1 1

1C.LEPES 1D.LEPES 1E.LEPES
3.0 -5 3 30 5 3
- 2-0 @2 1430 2+a 0-2=0 —a=2 00 7 4

101 3 1 101 3 1

1 0 -1 1 1 [0 -1 1 1.0 -1 1

ivel a legutols6 matrix masodik oszlopaban egyetlen elem kivételével az osszes elem nulla, a 2.LEPES kivetkezik.

2.LEPES: A matrixnak azzal a sorival/oszlopival foglalkozunk, melyben egyetlen elem kivételével az dsszes tobbi elem nulla.
2A.LEPES: Kivalasztjuk a sor vagy oszlop egyetlen nullitél kiilonb6zé elemét.

30 5 3|
0f0 7 4
-1 1 3 1
1 fo 11|
2B.LEPES: A 2A.LEPESben kivalasztott elem M a matrixbol (beleértve a kivalasztott

elemet is).

2C.LEPES: K1szam1tjuk a 2B.LEPESt kovetSen _ (az eredetinél eggyel kevesebb sort és eggyel kevesebb oszlopot
tartalmazo) determinansat az 1-2-3.médszer szerint.

A megmaradt matrix: _

Mivel a példaban a megmaradt matrix 3x3-as, enneck determindnsat a 2.médszer (Sarrus szabaly) szerint szamithatjuk.

21 -12 0
3 5 3 3 5
0 7 4 0 7
1 -1 1 1 -1

A e maradCMATIACITMINANSA példa adataival: (21 + (-20) + 0) = ((:21) + (-12) + 0) = 1 - (-33) = 4



2D.LEPES: A BCIEPESHen Kapottdeterminanst beszorozzuk (-1)*i-vel, ahol i = ahanyadik sort a 2B.LEPESben
elhagytuk az eredeti matrixbol, mig j = ahanyadik oszlopot a 2B.LEPESben elhagytuk az eredeti matrixbol (A példadbani=3,

mert a harmadik sort hagytuk el és j =2, mert a masodik oszlopot).
A példa adataival: B#+C1**2 = 88+(-1)° = B4+(-1) =34

A kapott eredmény nem mas, mint a 2A.LEPESben Kivialasztott elemhez tartozé eléjeles aldetermindns értéke.

3.LEPES: A 2A.LEPESben kivilasztott elemet beszorozzuk a hozza tartozé (2.LEPESben kapott) eléjeles aldeterminznssal.
A példa adataival: 1+(:34) = Bl

A kapott eredmény nem mas, mint az _ melyet ki akartunk szamitani (a példaban -

2. Determinansok tulajdonsagai

1.szabaly: Ha egy matrix egy sora vagy egy oszlopa csak nulla elemeket tartalmaz, akkor a determinans is nulla.

1 2 2 1
31 2 -1

A=| 000 0 0 |- [deta=0
2 1 -1 2

2.szabaly: Az egységmatrix (a féatléban csak 1-es, minden egyéb elem nulla) determindnsa 1.

100 0
01 0 o

I=| o0 o1l o |- [Ndeti=1
0 0 01

3.szabaly: Diagonalis matrix (olyan matrix, amelyben a féatlon kiviili 6sszes elem nulla) determinansa egyenld a _
szorzataval.

0 0 o
0 0 0
A=| (0 0 0 | —  detA=2*CD)*3*)=12
0 0 O

4.szabaly: Ha egy matrix egyik sora egy masik sor szidmszorosa (vagy _ egy masik oszlop sziamszorosa), akkor a
determindnsa nulla.

Példa: A a - éppen az 1.0szlop 2-szerese

1 2 1
411 1

A=| (2 0 0 | — [detA=0
3 1 2

5.szabaly: Ha egy matrix egyik sorahoz hozzaadjuk egy masik sor szamszorosat (vagy egyik oszlopahoz adjuk hozza egy masik oszlop
szamszorosat), akkor a determinans értéke nem valtozik.

Példa: Adjuk hozza az - a - (a)-szorosat (o=tetszéleges szam)

1-0 2+a 1+3a a-1
2 -2 1 2
-1 1 3 1
-1 1 0 -1 1
detA=-34 detB=detA=-34

Fejben
-  (-lo,10,30,10) —

6.szabdly: Ha egy matrix két sorat egymassal felcseréljiik (vagy két oszlopat cseréljiik fel egymassal), akkor a determinans értéke -1-
szeresére valtozik.

Példa: Cseréljiik fel a matrix elsé és _ sorat.

1 2 1 -1

2 2 1 2 2 2 1 2
A=| SN | > B=| 1 2 1 -

1 0 -1 1 1 0 -1 1

detA=-34 detB=-1*detA=-1*(-34)=34

7.szabaly: Ha egy matrixnak létezik inverze (azaz a determinansa nem nulla), akkor az inverz matrix determinansa éppen a matrix
determindnsanak reciproka. Képlettel: detA™ = 1/detA




8.szabaly: Ha egy matrix egy tetszéleges soraban (vagy egy tetszéleges oszlopaban) mindegyik elemet ugynazzal az o szammal
szorzunk, akkor a matrix determinansa is a-szorosara valtozik.

Példa: Szorozzuk be a matrix negyedik oszlopanak elemeit egy tetszéleges szammal (a-val)

1 2 1[4 1 1 31

2 2 1 2 2 2 1 2

A=| -1 1 3 1 —~ B=| 1 2 1 -

1 0 -1 1 1 0 -1 1
detA=-34 detB=a*detA=0*(-34)=-340

9.szabily: Ha egy matrix Osszes elemét tetszéleges o szammal szorozzuk, akkor a matrix determininsa o’-szeresére valtozik (n = a
matrix sorainak szima). Képlettel: det(aA)=o"(detA)

Példa: Szorozzuk be a matrix minden elemét egy tetszéleges szammal (I—val) A matrixnak 4 sora van, ezért -
1 2 1 -1 -1| 1 3| 1|
2 21 2 -2
A= -11 3 1 — oA=B= -
1 0 -1 1 -
detA=-34 detB: (det _)=l*(-34) 340.

10.szabaly: Ha egy matrixot k-adik hatvinyra emeliink, akkor a determinansa is k-adik hatvanyra emelkedik. Képlettel: det(A%)=
(detA)"

Példa: Emeljiik a matrixot az _ra (Ekkor a determindns is az 6todik hatvanyra emelkedik).

1 2 1 -1 1 32 1 41
2 2 1 2 32 32 1 32
A= 1 1 3 1 — AS=B=| -1 1 243 1
1 0 -1 1 1 0 -1 1
detA=-34 detB=detA’=(detA)f=(-34)f=(-34)°

11.szabaly: Két matrix szorzatanak determinansa egyenld determinansaik szorzataval (a szorzas csak akkor értelmezheté, ha mindkét
matrix mérete azonos). Képlettel: det(A*B)=(detA)*(detB)

Példa: Szorozzuk 6ssze az A és B matrixokat, ekkor a determinansaik is szorzodnak.

1 2 1 -1 1 -1 0 2 1 3 -1 5
2 2 1 2 402 11 6 -3 3 3
A= 1 1 3 1 és B= 2 1 1 -1 |—>A*B= 4 7 2 -6
1 0 -1 1 0 1 0 -2 -1 -1 -1 1
detA=-34 detB=-6 AEEAFBY=(detA)*(detB)y=(-34)*(-6)=204

12.szabdly: Ha egy matrix egy tetszéleges sordban/oszlopdban szerepld Gsszes elemet két tetszéleges szam dsszegeként irunk fel, a
kovetkezd szabalyt hasznalhatjuk:

Példa: Bontsuk szét a matrix harmadik eszlopaban szerepld elemeket két tetszdleges szam Gsszegére, majd allitsunk elé két aj
matrixot az alabbi moédon:

1 2 Fi=e) | 1 1 2 2 -1 1 22 - 1 2 -1
2 2 1=3+(2) 2 2 2 3 2 2 2.3 2 ) 2
A=| 1 1 3142 1 |>A=| 1 1 i+ 1 |—>B=| -1 1 1 1 |é&cC=| 1 1 1
1 0 -1=(3)2 1 1 0 B3+ 1 1 0 3 1 1 0 1

A determinansok kozotti kapesolat ilyenkor a kdvetkezd: detA=(detB)+(detC)
13.szabaly: Két matrix dsszegének determinansa _ determinansaik dsszegével. Képlettel: det(A+B)#(detA)+(detB)




