LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA BAZISTRANSZFORMACIOVAL

1. Paramétert nem tartalmazo eset

1.Példa: Oldjuk meg a kdvetkezd linedris egyenletrendszert:

x; + 3x, - 2x3 = 2
-2X1 o 5X2 + 4X3 = 0
3x; + X2 - 4x; = 4

Megjegyzés: Ebben a példaban az ismeretleneket X;, Xp, X3 jeloli, de Xy, X, X3 helyett allhatna X, y, z is

Fogalmak:

— egyiitthatématrix: az egyenletek baloldalan szerepld, az ismeretlenek (x;, X, X3) szorzészamai (clGjellel egyiitt!!) alkotta
matrix (ahol a szdm nincs kiirva az X elé, ott 1-es vagy -1-es szerepel, ahol nincsen X, ott 0 szerepel a matrixban), melyet
altalaban A betiivel jeloliink

1 3 =2
A =| 2 5 4
3 1 -4

— b vektor: az egyenletek jobboldalan all6 szamok alkotta oszlopvektor

UL

— X vektor: a feladatban szerepld ismeretlenek alkotta oszlopvektor (annyi db Xx;, ahany db szerepel a feladatban, a példaban Xy,

X2, X3)
X1
X = X2
X3

A linearis egyenletrendszer altalanos alakja Ax =b

1.LEPES: Indulé szimplex tablazatot készitiink az aldbbiak figyelembevételével:

x vektor | b X, X2 Xs| b
egyiitthato 13 22
gy v e b a példaban szerepl6 adatokkal pedig: 22 5 4|0
matrix 3 1 4|4

— a tablazat tetejére el6szor felirjuk az X vektort, majd a legfels6 sor végére mindig b betiit irunk (fliggéleges vonallal
elvalasztva az X vektortol)

— a tablazatba az X vektor ald bemasoljuk az egyiitthatomatrix szimadatait, a tablazat jobb szélére a b ala bemasoljuk a b
vektor szamadatait

— Az indul6 tablazatban a - egyeldre lires, azaz a tablazat egyes sorainak elejére semmit nem irunk

2. LEPES: Bazistranszformaciok sorozatat hajtjuk végre az indulé tablazattol kezdddéen addig, amig olyan tablazatot nem kapunk, amelyben
mar nem tudunk general6 elemet valasztani. (A bazistranszformacié menete azonos a ,,Bazistranszformacié” cimii fejezetben a paramétert
nem tartalmazo esetnél leirtakkal, de a general6 elem valasztasanal lehetnek kiegészitések)

2A.LEPES: Generalo elemet valasztunk az alabbi szabalyok betartasaval:
— b oszlopbdl TILOS general6 elemet valasztani

— csak olyan sorbdl valaszthatunk, amely sor elején a _, azaz ahol a bazisban még nincs ,,betli” (Természetesen az elsé
tablazat esetén ez barmelyik sorra teljesiil, tehat barmelyik sorban valaszthatunk, késdbb azonban ez mar nem lesz érvényes)

— a generalo elem nulla kivételével barmilyen szam lehet (célszerii - de nem kotelezd - olyan szamot valasztani, amely szammal
az adott szam sordnak Osszes tobbi elemét el tudjuk osztani maradék nélkiil, mert igy elkeriiljiikk, hogy tortekkel kelljen dolgozni,
ezért az 1-es példaul mindig j6 valasztas)

Az 1.LEPESben felirt indul6 tdblazat esetén a kovetkez6képp gondolkodunk:
— barmelyik sorban valaszthatunk generald elemet, mert egyik sor elején sincsen még a bazisban vektor
— barmelyik szdmot vélaszthatjuk (hiszen egyik szam sem nulla), de CELSZERU valamelyik 1-est valasztani

A példaban valasztasunk legyen a kovetkezo:

X1 X, X3 | b
1 3 22
2 5 4]0

301 ]-4]-4



2B.LEPES: A bevissziik a bizisba 2 ENHMIGIIGHNSORNIOIC NGV ONROSIICL .
majd 1j tablazatot készitiink. A nek megfeleld oszlop az uj tabldzatban mar hidnyzik, azaz a példaban az 4j

tablazatban az X, oszlop eltiinik.
| x, I x |

b
1 3 22
2 5 410

3[04 |
2C.LEPES: Kiszamitjuk az azokat a szamokat, amelyek a an helyezkednek el. A
szamitast ugy végezziik, hogy a at ( ) elosztjuk a generalé elemmel.

| b

[ X % X |b| | x X3
1 3 -2
2 5

| |X1 X3|b

X2 1 1 1
2D.LEPES: Kitdltjik az opokat mégpedig oszloponként haladva balrél jobb felé. Mindegyik
ilyen oszlopban mar van egy adat, melyet a 2C.LEPESben toltottiink ki.
X X x| b | X; X3 | b
1 3 2|2
2 5 410

3 4| -4 x
— 2D/1.LEPES: Megnézziik, vannak e olyan oszlopok, amelyekben a _ nulla. Ha vannak ilien

oszlopok, akkor elészor ezeket toltjiik ki, ha nincsenek ilyenek, akkor az 2D/2.LEPES kovetkezik. Minden
ﬁa megegyezik az szdmadataival, tehat csak at kell masolnunk a
megfelel6 oszlopot az el6z6 tablazatbdl. (jelen példaban nincsen ilyen oszlop, ezért folytatjuk a 2D/2.LEPES—sel)

— 2D/2.LEPES: A még hianyz6 oszlopok kitéltése (oszloponként haladva) mindig a kovetkez6 képlet alkalmazasaval torténik:

a generdld elem

*(a generalo elem oszlopa az el6z6 tablazatban a generalé elem

nélkiil)
@ - B+G.5 = 1,-2)- 9,15 = (BB)
X1 Xo X3 | b | X1 X3| b | X1 X3| b
3 212
-5 4 0
4| -4 % 4| -4|x 4| -4
& - ®)*(3.-5) = (-2.4) - (-12,20) = (10¥16)
|X1 X2 X3 Q| |X1 X3 Q| X1 Xz | b
1 3 2 -8 -8
-2 -5 0 13 13
3 4 x| 3 4 x| 3 -4
& - @ (3.5 = (2,0) - (-12,20) = [14220)
| X¢ X X3 | b |x, X3 | b X, X3 | b
1 3 -2 -8 10 -8 10
2 5 4 13 -16 13 -16
3[1]-4 X | 3 -4 X | 3 -4

2A-2D.LEPESEK elvégzése utin a kovetkezéképpen néz ki a feladatunk:

| X1 X2 X3 | b | | X1 X3 | b
1 3 2|2 -8 10 | 14
2 -5 4|0 13 -16 | -20

3[1]-4]-4]x|3 4|4



2E.LE,PE’S: A kapott 0 tablazatrol haladunk tovabb, mégpedig ugy, hogy ismét végrehajtjuk a 2A-2D.LEPESEK-et addig, ameddig a
2A. LEPES-Iﬁ el nem akadunk, azaz valami miatt nem tudunk generalo elemet valasztani. A példaban ez a kovetkezéképpen alakul
(A, Bl 2€ D)

|X1 X2 X3|b

1 3 22
2 5 410
3 4 | -4 x
X % x|b| |x
1 3 22 -8
2 5 410 13
3 4| -4(x|3

Az _, ahol mar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alébbi:

X X xs|b| |xi x| b | Xy b

1 3 2|2 810 [ 14 | x; | -8/10 | 14/10
2 5 4]0 13 -16 | 20 2/10 | 24/10
3 4|-4|%|3 4| -4|x | 210 1610

2.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkezd feladat esetén:

X; + x3 + 2x4 = 2

X1 ar 2X2 + X4 = -3

X, + x3 + 2x4 = 1

Az _, ahol méar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alébbi:

X1 X3 X3 X4|D| |X2 X3 X4|Q| X2 X4|Q
1 ]0 1 22 [x[|0 1 2 2 | X 1 0 1
1 2 0 1|3 2 -1 -1 -5 1 1 -4
0 -1 1 2|1 a1 ] 21 |x |1 2|1

3.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkez6 feladat esetén:

-3X1 + X2 o X3 o 3X4 = -3
X1 + X3 + 3X3 = 3X4 = 5
X3 + 2X3 = 3X4 = 3
Az HOISOMABIAZAL, aho! mar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alabbi:
X1 Xo Xz X4 | b | X2 X3 Xq | b
301 -1 -3 -3 4 8§ -12 | 12
1 |1 3 3|5 |x|1 3 3|S5
0 1 2 3| 3 1 2 -3 3
4.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkez6 feladat esetén:
2X1 = 5X2 + 3X3 + 3X4 = -10
-3X2 + X3 + 3X4 = 2
X1 o 4X2 + 2X3 + 3X4 = 5
Az HOISOMABIAZA, aho! mar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alabbi:
| X1 Xo X3 Xg | b | X1 Xo Xq | b

2 5 3 3[-10 2 4 -6 |-16
0 -3 3] 2 [x|0 -3 3|2
2

1 -4 3|5 1] 2 31

Ha eljutunk az utolsé tablazathoz, azaz mar nem tudunk Gjabb generalé elemet vélasztani, akkor folytatjuk a feladatmegoldast a 3.LEPESsel ‘

3. LEPES: Megnézziik az _ot, amelyen mar nem tudtunk generald elemet valasztani. Ezt a tablazatot besoroljuk a kdvetkezd
esetek valamelyikébe (az utolso tablazat az alabbi négy eset koziil csak az egyikbe sorolhaté be!!!).

Leset: Az dsszes ismeretlen (6sszex X) a D@ZiSban van, a bazisban mar nincsen iires hely, a DAZISOMUKIVEI (tablazat tetején) nincsen
ismeretlen (nincsen X), csak a b szerepel itt. Az 1.példa utolso tablazata ehhez az esethez tartozik.

11
12
4

kovetkeztetés: Az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van, azaz a megoldas egyértelmd.



2.eset: A -lﬂ mar nincsen iires hely, a _ (tdblazat tetején) viszont marad ismeretlen (van X), nemcsak a b szerepel
itt. A 2.példa utolsé tablazata ehhez az esethez tartozik.

-1 5
1 -4
3 -3

kovetkeztetés: Az egyenletrendszernek végtelen megoldasa van.

3.eset: A -lﬂ még van liires hely, a _ (tdblazat tetején) marad ismeretlen (van X), nemcsak a b szerepel itt,
ugyanekkor a b oszlopban nulla all az 6sszes olyan helyen, ahol a bazis iires (azaz a sor elején nincsen X). A 3.példa utolsé tablazata

ehhez az esethez tartozik.

0 0 0
1 0 2
2 -3 3

kovetkeztetés: Az egyenletrendszernek végtelen megoldéasa van.

4.eset: A -M még van iires hely, a _ (tablazat tetején) marad ismeretlen (van X), nemcsak a b szerepel itt,
ugyanekkor a b oszlopban van olyan hely, ahol nem nulla all abban a sorban, ahol a bazis iires (azaz a sor elején nincsen X). A

4.példa utolsé tablazata ehhez az esethez tartozik.

0 0 | -18
-3 3 2
2 -3 1

kovetkeztetés: Az egyenletrendszernek nincs megoldasa.

Ha besoroltuk az utols6 tablazatot az elébbi esetkek egyikébe, akkor folytatjuk a feladatmegoldast a 4.LEPESsel, kivéve azt az esetet
(4.eset), ahol nincsen megoldas, mert ezesetben a feladatmegoldas itt végetér.

4. LEPES: Az utolsé tablazatrol leolvassuk a feladat megoldasat, azaz az ismeretlenek (X1, Xz, X3) értékeit. A leolvasas menete attél fiigg,
hogy az utolsé tablazat a 3.LEPESnél melyik esethez tartozott, ennek alapjan itt két eset lehetséges.

L.eset: Az utolsé tablazat a 3.LEPESnél az 1.esethez tartozott. Az 1.példa utolsé tablazata ehhez az esethez tartozik.

Ilyenkor minden egyes ismeretlen (X) értéke a b oszlopban talalhato, mégpedig pontosan az adott ismeretlen mellett.

b
X3 11
X1 12
X2 4

Tehat a megoldas: X3 =11, X; = 12, X, = 4, amelyet X vektor formajaban is felirhatunk, melyben az X-ek sorrendben szerepelnek

(legfeliil az x; és igy tovabb).
X1 12
X = X2 = 4
X3 11

2.eset: Az utolso tablazat a 3.LEPESnél a 2.esethez vagy a 3.esethez tartozott. A 2.példa és a 3.példa utolso tablazata ehhez az
esethez tartozik.

Ilyenkor a megoldast a kovetkezd 1épések segitségével kapjuk meg az utolsé tablazatrdl kiindulva:

4A.LEPES: Az utols6 tablazatbol elhagyjuk azokat a sorokat, amelyekben az _ (A 2.példaban ilyen sorunk
nincsen, a 3.példaban viszont ilyen az elsé sor)

2.példa: Nincs teendd, az utolsé tablazat valtozatlan marad

| X | b

X1 -1 5

X2 1 -4

X3 3 -3

3.példa: Az elsé sorban az _, ezért ezt a sort elhagyjuk

| X3 X4 | b
Az elso sort elhagyva kapjuk: X 1 0 2
X 2 -3 3




Fogalmak:

— _nek nevezziik a tablazat bal szélén (a -) talalhato ismeretleneket (X-eket)
— _nek nevezziik a tablazat tetején (a _) talalhato ismeretleneket (X-eket)

b
-1 5 b
2.példa: 1 -4 3.példa: 1 0 2
3 -3 2 -3 3

— _ szama az egyenletrendszer szabadsagfoka (a 2.példaban a szabadsagfok 1, mig a 3.példaban 2)
4B.LEPES: A kapott tablazatban szerepl$ szamokat behelyettesitjiik a kovetkez6 képletbe:

A képletet alkalmazva: m = m - m * [-j

A képletet alkalmazva: [.] = [.] - |:-:| * m

4C.LEPES: A felirt egyenletek jobboldalan elvégezziik a matrix- és vektormiiveleteket

2.példa:

3.példa:

2.példa:

Elvégezve X1 5 Majd elvégezve
a szorzast: X = -4 - a Kivonast:
X3 -3

3.példa:

Elvégezve X1 = 2 - + Majd elvégezve
a szorzast: Xo 3 a kivonast

4D.LEPES: A bal- és jobboldalt soronként egyenlévé tessziik egymassal, ekkor az egyenletrendszer altalinos megoldasat

X X X

kapjuk
2.példa:
X1 = S5+1x4
Xo = -4-1X,
X3 = -=3-3X4
3.példa:
Xy = 2-1X3
Xo = 3-=2X3+3X,

Megjegyzés: Attol fiiggden, hogy a bazistranszformacié soran hogyan valasztottunk generald elemet, mas megoldast is
kaphatunk. Ekkor mésok a szabad ismeretlenek és masok a kotott ismeretlenek, de a szabadsagfok (azaz a szabad ismeretlenek
szama ugyanennyi)

4E.LEPES: A szabad ismeretlenek helyére o, P, y... stb. paramétereket irunk. Mivel ezek szabad ismeretlenek, a
paraméterek értéke tetszéleges szam lehet, ezért a, B, y...€ R.

2.példa:

Xy = 5+ 1X4 X1 = 5+1a
Xo = -4-1Xy4 X4szabad ismeretlen helyérea X, = -4-1la
X3 = -3-3X4 paraméter Keriil, tehat x; = a X3 = -3-3a

Tehat a megoldas: x,= a, X; =5 + a, X, = -4 - @, X3 = -3 - 30, amelyet X vektor formajaban is felirhatunk, melyben az Xx-ek
sorrendben szerepelnek (legfeliil az x; ¢és igy tovabb).

X1 5+10 5+1a 5 1
X = X2 4 -1a -4-1a
X3 -3-3a -3-3a -3 -3
Xa a 0+1a 0 1

1

1
N
4L
=]
1
p—



3.példa:

X; = 2-1Xg Xz szabad ismeretlen helyére a, X; helyére pedig x; = 2-1a
Xo = 3-2X3+3X4 P paraméter Keriil, tehatx3=a és x4 = X, = 3-2a+3p

Tehat a megoldas: X3 = a, X4 =B, Xy =2 - @, X, = 3 - 2a + 3P, amelyet X vektor formajaban is felirhatunk, melyben az X-ek
sorrendben szerepelnek (legfeliil az X; és igy tovabb).

X1 2-1a 2-1a+0p 2 -1 0
X = Xa = 3-2a+3p = 3-20+3p = 3 + a -2 + B 3
X3 a 0+1a+0p 0 1 0
Xq B 0+0a+1p 0 0 1

4F.LEPES: Ha a feladat bazismegold4s illetve partikuldris megoldds kiszamitasat is kéri, akkor a kdvetkezdt tessziik:

_ Az 6sszes szabad ismeretlen (az 6sszes paraméter) helyére nullat irunk

3.példa: bazismegoldas esetén a=0 és =0, tehat elvégezve a helyettesitést a kovetkez6t kapjuk:

2-1a 2-1%0
X = = 3-2a+3p 3-2%0+3*%0 =
a 0
B 0

Partikularis megoldas: A szabad ismeretlenek (a paraméterek) helyére tetszolegesen valasztott szamokat irunk

3.példa: Legyen mondjuk o=1 és p=2 (de barmilyen mas szam is lehetne), tehat elvégezve a helyettesitést a kdvetkezot

kapjuk:
X1 2-1a 2-1*1 1
X = Xa = 3-2a+3p = 3-2%1 +3%2 = 7
X3 o 1 1
Xq B 2 2

EZZEL A FELADATMEGOLDAS VEGETERT

2. Paramétert tartalmazo eset

A paramétert is tartalmazo feladattipus 1ényege nem a konkrét megoldas, hanem annak elemzése, hogy a paraméter kiilonb6z6 értékeitol
fiiggben van e megolddsa az egyenletrendszernek, ha van megoldésa, akkor hany megolddsa van, illetve mekkora az egyenletrendszer
szabadsagfoka. Ilyen esetben a felirt egyenletrendszer a, B, y stb paramétereket is tartalmaz.

1.Példa: Oldjuk meg a kdvetkez6 linearis egyenletrendszert:

X, + 2x, + x3 = 4
X1 + Xo - X3 = 3
-X1 + oax3 = P

A feladatmegoldas 1épései hasonldak a ,,1. Paramétert nem tartalmazo eset” cimil részben leirtakkal. (A bazistranszformacid soran
ugy jarunk el, ahogyan azt a ,,Bazistranszformacié” cimii fejezetben a paramétert tartalmazoé esetnél bemutattuk, de a generald
elem valasztasanal lehetnek kiegészitések)

1.LEPES: Megegyezik a 1. Paramétert nem tartalmazé eset cimii fejezetben leirt 1.LLEPES-sel.

X© Xo X3 | D

1 2 1|4
1 1 -1]3
-1 0 olBp

2. LEPES: Bézistranszformaciok sorozatat hajtjuk végre az indul tablazattél kezdddden addig, amig olyan tablazatot nem kapunk, amelyben
mar nem tudunk general6 elemet valasztani. (A bazistranszformacié menete azonos a ,,Bazistranszformacié” cimii fejezetben a paramétert
tartalmazo esetnél leirtakkal, de a generalo elem valasztasanal lehetnek kiegészitések)

2A.LEPES: Generalo elemet valasztunk az alabbi szabalyok betartasaval:

— b oszlopbdl TILOS generaloé elemet valasztani

— csak olyan sorbél valaszthatunk, amely sor elején a - iires, azaz ahol a bazisban még nincs vektor (Természetesen az elsd
tablazat esetén ez barmelyik sorra teljesiil, tehat barmelyik sorban vélaszthatunk, késobb azonban ez mar nem lesz érvényes)

— paraméter sosem lehet generalo elem

— célszerii (de NEM_KOTELEZQ!!) olyan sorban vélasztani generald elemet, amely sor egyaltalin nem tartalmaz
paramétert. Ha mindegyik sorban van paraméter, akkor az elobbi 2 szabaly betartasaval barmelyik sorban valaszthatunk
generalo elemet.

— célszerii (dle NEM_KOTELEZQ!!) olyan oszlopban valasztani generalé elemet, amely oszlop egyéltalin nem tartalmaz
paramétert. Ha minden oszlop tartalmaz paramétert, akkor érdemes a legkevesebb paramétert tartalmazo oszlopbol valasztani



— a general6 elem nulla kivételével barmilyen szam lehet (célszerti - de nem kotelez0 - olyan szamot valasztani, amely szammal
az adott szam soranak Osszes tobbi elemét el tudjuk osztani maradék nélkiil, mert igy elkeriiljiik, hogy tortekkel kelljen dolgozni,
ezért az 1-es példaul mindig j6 valasztas)

Az 1.LEPESben felirt indul tdblazat esetén a kovetkez6képp gondolkodunk:
— b oszlopbol tilos generald elemet valasztani
— barmelyik sorban valaszthatunk generalé elemet, mert egyik sor elején sincsen még a bazisban vektor
— a tablazatban szerepld o paraméter nem lehet general6 elem

— a 3. sor tartalmaz paramétert, ezért ebbdl a sorbol nem célszerii a valasztas, mert ez elbonyolitana a feladatot és van 2
olyan sorunk (1. és 2. sor), amelyben nincs paraméter. Ha nem lenne olyan sorunk, amelyben nincs paraméter, akkor
kénytelenek lennénk paramétert tartalmazo sorban valasztani.

— a 3. oszlop tartalmaz paramétert, ezért ebbdl az oszlopbol nem célszerti a valasztas, mert ez elbonyolitana a feladatot.
— anulla nem lehet generald elem

— 0Osszefoglalva a fentieket: az 1. vagy a 2. sorbol és az 1. vagy a 2. oszlopbol valasztjuk barmelyik nullatol kiilonb6zo
elemet, de célszerti valamelyik 1-est valasztani, hogy a szdmitas sordn ne keletkezzenek tortek (ha nincs 1-es és olyan szdm
sincs, amellyel a sor dsszes szdma oszthato, akkor bele kell torddniink, hogy tortekkel fogunk dolgozni)

X1 Xo X3
1 2 1
1 -1
-1 0 | P

2B.LEPES: Megegyezik a 1. Paramétert nem tartalmazoé eset cimii fejezetben leirt 2B.LEPES-sel.

A példaban valasztasunk legyen a kovetkezd:

W AT

|X1-X3|Q| X1 Xle
1 2 1|4
1[1]-1]3
-1 0 o] p

2C.LEPES: Megegyezik a 1. Paramétert nem tartalmazé eset cimii fejezetben leirt 2C.LEPES-sel.

| X1 Xo X3 | b | | X1 X3 | b

2D.LEPES: Megegyezik a 1. Paramétert nem tartalmazé eset cimii fejezetben leirt 2D.LEPES-sel.

| X1 X X3 | b | X; X3 | b

1 2 1| 4

1[1]1]3|x

1 0 a6

X3 | b X, Xs| b
a3 | x 1|3

@ - =20 =a,-1)-20=EH)

X1

= W AT

@ - @20 = 1,0 - (-2,0)= @0

| X1 % x| b |x; x| b | x¢ x| b
1 2 4 -1 -1
1 3 (x| 1 3 (x| 1 3
1.0 B -1 -1
@B - @*2.0 = 4,p) - (6,0) = @P
| X X x| b | x¢ x| b |x¢ x| b
1 2 1 -1 3 -1 3
1 -1 X | 1 -1 X | 1 -1
-1 0 o -1« -1 a
2A-2D.LEPESEK elvégzése utan a kovetkezOképpen néz ki a feladatunk:
| Xs X X |b| |x x| b
1 2 1 4 -1 3 -2
1 1 1|3 (x]1 -1 3
-1 0 ofp -1 a | P



2E.L]§I,PE,S: A kapott 0 tablazatrol haladunk tovabb, mégpedig ugy, hogy ismét végrehajtjuk a 2A-2D.LEPESEK-et addig, ameddig a
2A. LEPES—Iﬁ el nem akadunk, azaz valami miatt nem tudunk generalo elemet valasztani. A példaban ez a kovetkezéképpen alakul
(A, Bl 2€ D)

X1 Xo Xz | b X3
1 2 1] 4 3
1 A3 (x| 1 -
-1 0 o P -1« p
Az _, ahol mar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az al4bbi:
X; X» X3 | b X1 Xs b
1 2 1|4 1] 3 | 2
1 A3 (x[1 -1]3
-1 0 o P -1 a p
2.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkez feladat esetén:
= 2
= B
= 1

Az _, ahol méar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alébbi:

X Xp X3 Xa| b | [ X2 X3 X | b | X2
1 Jo 1 2[20x[0 1 2|2/ [x/|.1
1 2 0 of6 2 -1 a2 | B2 1
0 -1 1 21 -1 2 |1 | x5 | -1

3.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkezé feladat esetén:

0
B
B
= B

Az _, ahol mar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alébbi:

X1 Xo X3 X4| b | X2 X3 Xq | b
1 J1 0 3]0 [x|[1 o 3 0
1 0 a 2| -B -1« -1 -B
0 1 -a 1| B (1] -« 1| B
1 2 -a 4| B 1 -a 1 B
4.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkezé feladat esetén:
0
= B
= 2
1

Az _, ahol méar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alébbi:

X1 X2 X3 X4 | b | X2 X3 X4 | b
11 0 3|0 [xx[1 o 3 0
1 0 o 2| -B -1 @ -1 -B
0 1 -0 1|2 (1] -0 1| 2
1 2 -0 4|1 1 -« 1 1

5.Példa: Hajtsuk végre az 1. és 2. LEPESeket (azaz bazistranszformaljunk, ameddig csak lehet) a kovetkez feladat esetén:

1
4
3
B

Az HOISONADIAZAL, aho! méar nem tudjuk végrehajtani a 2A.LEPEST az alabbi:

| X1 Xo X3 Xg | b | X1 X3 Xq | b
o[1]o 1]1[x[0 0o 1 1
1 2 o 4| 4 1 o 2| 2
1 1 o« 3|3 (1] e 2| 2
1 1 o 3|8 1 o 2| p1

Ha eljutunk az utolsé tablazathoz, azaz mar nem tudunk Gjabb generalé elemet vélasztani, akkor folytatjuk a feladatmegoldast a 3.LEPESsel




3. LEPES: Megnézziik az _ot, amelyen mar nem tudtunk generald elemet valasztani. Ezt a tablazatot besoroljuk a kdvetkezd

esetek valamelyikébe (az utolso tablazat az alabbi harom eset koziil csak az egyikbe sorolhaté be!!!).

l.eset: A - mar _ A 2.példa utolso tablazata ehhez az esethez tartozik.

Kovetkeztetés: A paraméterek barmely értéke mellett van megoldasa az egyenletrendszernek. Ha a _ tablazat
tetején) nincsen ismeretlen (nincsen X), csak a b szerepel itt, akkor mindig 1 megoldas van (szabadsagfok nulla), ha a

(tablazat tetején) viszont marad ismeretlen (van X), nemcsak a b szerepel itt, akkor mindig végtelen sok megoldas van
(szabadsagfok egyenld a bazison kiviili ismeretlenek szamaval). Tovabbi vizsgalat nem sziikséges, a feladatmegoldas itt

végetér.

A 2.példaban tehat a paraméter barmely értéke mellett végtelen sok megoldas lesz, a szabadsagfok pedig 1.

2.eset: A - még _ és azokban a sorokban, ahol a hazis tires a b oszlopon kiviili §sszes szam nulla. A 3, 4,
5.példa utolso6 tablazata ehhez az esethez tartozik. Ilyenkor a tdblazatot tovabb osztalyozzuk aszerint, hogy a 2a., 2b. vagy 2c. esethez
tartozik e, ami attol fiigg, hogy mit tratalmaz a b oszlop azokban a sorokban, ahol a bazis iires.

3.példa 5.példa
X3 Xa | b |X3 x4|b | X3 x| b
Xq a 2 -B Xy a 2 -2 X -0, 1 1
0 0|0 0 0 |2p 0 0o oo
Xo -0 1 |3 a 1 2 X1 a 2 2
0 0 -1 B oo o |3
2a.eset: Azokban a sorokban, ahol a bazis iires, a b oszlopban mindeniitt nulla all. A 3.példa utolsé tablazata ehhez az esethez
tartozik.
| %2 x| b
X1 o 2 -B
0 0 0
X2 -0 1 B
0 0 0

Kovetkeztetés: A paraméterek barmely értéke mellett végtelen megoldasa van az egyenletrendszernek (szabadsagfok egyenld
a bazison kiviili ismeretlenek szamaval). Tovabbi vizsgalat nem sziikséges, a feladatmegoldas itt végetér.

2b.eset: Azokban a sorokban, ahol a hazis iires, a b oszlopban legalabb egy helyen nullatol kiilonbézé szam van (konkrét szam

és nem paraméter!!!). A 4.példa utolso tablazata ehhez az esethez tartozik.

| Xs x| b

X1 a 2 -2
0 0 | 2-p

Xo -0 1 2

0 0 -1

Kovetkeztetés: A paraméterek barmely értéke mellett
sziikséges, a feladatmegoldas itt végetér.

nincs megoldasa az egyenletrendszernek. Tovabbi vizsgéalat nem

2c.eset: Azokban a sorokban, ahol a hizis iires, a b oszlopban legalabb egy helyen paraméteres kifejezés van, ahol pedig nem

paraméteres kifejezés, ott nulla all. Az S.példa utolso6 tablazata ehhez az esethez tartozik.

| X X | b

X2 -0 1 1

0 0 0

X1 o 2 2
0 0 |ps3

Kovetkeztetés: A paraméterek értékétol fiigg, hogy van e megoldas, ami tovabbi vizsgalatot igényel.

3.eset: A - még _ és legalabb az egyik olyan sorban, ahol a hazis iires van paraméter a b oszlopon kiviil. Az

1.példa utolso tablazata ehhez az esethez tartozik.

| X3 | b

X1 -3 2

X2 2 1
a-3 p+2

Kovetkeztetés: A paraméterek értékétdl fiigg, hogy van e megoldas, illetve hany megoldas van, ami tovabbi vizsgalatot

igényel.

Ha besoroltuk az utolsé tablazatot az eldbbi esetkek egyikébe, akkor folytatjuk a feladatmegoldast a 4. LEPESsel, kivéve azokat az eseteket
(1.eset, 2a.eset és 2b.eset), ahol a feladatmegoldas a 3.LEPESsel végetért.




4. LEPES: Az utolsé tablazatrol kiindulva meghatarozzuk, hogy a paraméterek kiilonbozé értékei esetén van e megoldas, hany megoldis
van ¢s mekkora az egyenletrendszer szabadsagfoka. A szamitids menete attol fiigg, hogy az utolso tablazat a 3.LEPESnél melyik esethez
tartozott, ennek alapjan itt két eset lehetséges.

l.eset: Az utolso tablazat a 3.LEPESnél a 2c.esethez tartozott. Az 5.példa utolso tablazata ehhez az esethez tartozik.

|X3 X4|b

X2 -0 1 1
0 0 0

X1 o 2 2
0 0 |p3

Ilyenkor a szamitast a kovetkezo 1épések szerint hajtjuk végre az utolsd tablazatrol kiindulva:

4A.LEPES: Kivalasztjuk a b oszlopbol azokat a paramétert tartalmazé cellikat, amelyek olyan sorokban helyezkednek el,
ahol a hazis fires (A példaban egyetlen ilyen cella van, amelyben -3 szerepel).
| xs x| b
Xo -0 1 1

0 0 0
X1 o 2 2
0 o0 |p3

4B.LEPES: A 4A.LEPESben kivélasztott celldkban szereplé paraméteres kifejezések mindegyikét nullaval tessziik
egyenlévé ¢és kiszamitjuk a paraméterek értékeit.

B —3 =0 amelybdl B =3 adodik.
4C.LEPES: Ertékeljiik a kapott eredményeket.
— Ha ugyanarra a paraméterre tobb kiilonb6z6 értéket kapunk, akkor az egyenletrendszernek nincs megoldasa

— Ha az 0sszes paraméter egyidejiileg (egyszerre) a kiszamitott értéket veszi fel, akkor az egyenletrendszernek végtelen
sok megoldasa van (szabadsagfok egyenld a bazison kiviili ismeretlenek szamaval), barmilyen mas paraméterérték
mellett nincs megoldas.

A példiban: Ha B = 3, akkor végtelen sok megoldas van, a szabadsagfok 2, barmely mas paraméterérték mellett
viszont nincs megoldas.

2.eset: Az utolso tablazat a 3.LEPESnél a 3.esethez tartozott. Az 1.példa utolso tablazata ehhez az esethez tartozik.

| X3 | b

X1 -3 2

Xo 2 1
a-3 p+2

Ilyenkor a megoldast a kovetkezd 1épések segitségével kapjuk meg az utolsé tablazatrdl kiindulva:

4A.LEPES: Azokbol a sorokbol, amelyek elején a bazis iires, kivalasztjuk az egyik olyan b oszlopon Kiviili cellat, amely
paramétert tartalmaz. (A példaban csak egyetlen ilyen cella talalhato, de ha tobb van, akkor a valasztas tetszéleges)

A példaban: valasszuk az X3 oszlopban 1év6 (a - 3)-at tartalmazo cellat

4B.LEPES: A 4A.LEPESben kivélasztott cellaban szerepld paraméteres kifejezést nullaval tessziik egyenlévé és
kiszamitjuk a paraméter értékét.

A példaban: o — 3 = 0 amelybdl a = 3 adédik
A tovabbiakban két esetet vizsgalunk meg attdl fiiggden, hogy a paraméter a kiszamitott értéket veszi e fel vagy nem.
A példiban: a)eset: a =3 és b)eset: a #3

A megoldas tovabbi 1épései a fenti két esetben eltéréek (Mindkét esethez tartozd lépéseket végre kell hajtani, mégpedig
eloszor az a)eset, ezt kovetéen a b)eset 1épéseit is).

a)eset (amikor a paraméter a 4B.LEPESben kiszamitott értéket veszi fel) 1épései a kovetkezok:

4C.LEPES: A 4B.LEPESben a paraméterre kapott értéket behelyettesitjiik a tablizatba az dsszes ilyen paraméter
helyére, majd a kapott j tablazattal dolgozunk tovabb.

Haa=3
| x | b
o = 3 behelyettesitése utan: X1 -3 2
X2 2 1
0 B+2



4D.LEPES: Ha 4C.LEPESben a kapott iij tabldzatban tudunk generalé elemet vilasztani, akkor bazistranszformaciok
sorozatat hajtjuk végre a 2.LEPESben leirtak szerint addig, amig olyan tablazatot nem kapunk, ahol mar nem tudunk
generald elemet vélasztani. Ha 4C.LEPESben a kapott iij tablizatban nem tudunk generalé elemet valasztani, akkor
nem csinalunk semmit, megtartjuk a 4C.LEPESben kapott tablazatot.

4E.LEPES: Ertékeljiik azt a tablazatot, amit a 4D.LEPES végrehajtasa utan kaptunk. Ha nem kellett semmit tenniink a
4D.LEPESben, akkor a 4C.LEPES tablazatat értékeljiik.(Ertékelni mindig csak olyan tablazatot szabad, ahol mar nem
tudunk generalo elemet valasztani!!)

A példaban mar nem tudunk tjabb generalé elemet valasztani, tehat a 4C.LEPESben kapott tablazatot értékeljiik.

Haa=3
| X3 | b
X1 -3 2
X2 2 1
0 p+2

A példaban méar nem tudunk Ujabb generilé elemet valasztani, tehat a 4C.LEPESben kapott tablazatot értékeljiik. Az
értékelés ugy torténik, hogy ezzel a tablazattal elvégezziik a 3.LEPESt, majd ha sziikséges, akkor ezutan a 4. LEPESt is.
(Tulajdonképpen ez azt jelenti, hogy a 3.LEPESt és a 4. LEPESt felvaltva addig ismételjiik, ameddig csak lehet)

A fenti tiblazat a 3.LEPES szerint a 2c.esethez tartozik, majd a 4.LEPES szerint az l.esethez, ezért az értékelés a
kovetkezo:

Haa =3 és p +2=0, azaz f = -2, akkor végtelen sok megoldas van, a szabadsagfok 1, ha viszont a = 3 és p # -2, akkor
nincs megoldas.

e felejtsiik el végrehajtani ezutan a 4B.LEPESben emlitett b)esetet is!!!

b)eset (amikor a paraméter nem a 4B.LEPESben kiszamitott értéket veszi fel) 1épései a kovetkezok:

4C.LEPES: A 4A.LEPESben kivéalasztott celldban 1év6 paraméteres kifejezést generilé elemnek valasztva
bazistranszformaciok sorozatat hajtjuk végre a 2.LEPES szerint mindaddig, ameddig még tudunk general6 elemet
valasztani.

Hao#3 Haao#3
X3 b | | b
X1 -3 2 X1 (2 at+3 B)/((l-3)
X2 2 1 Xo (a-2p-4)/(a-3)
a-3 p+2 X3 (B+2)/(a-3)

4D.LEPES: Ertékeljiik azt a tablazatot, amit a 4C.LEPES végrehajtasa utan kaptunk.(Ertékelni mindig csak olyan
tablazatot szabad, ahol mar nem tudunk generalé elemet valasztani!!)

Hao#3
b
X1 2a+3B)/(a-3)
X2 (0-2p-4)/(0-3)
X3 (B+2)/(0-3)

Az értekelés ugy torténik, hogy ezzel a tablazattal elvégezziik a 3.LEPESt, majd ha sziikséges, akkor ezutin a 4. LEPESt
is. (Tulajdonképpen ez azt jelenti, hogy a 3.LEPESt és a 4 LEPESt felvaltva addig ismételjiik, ameddig csak lehet)

A fenti tiblazat a 3.LEPES szerint az 1.esethez tartozik, ezért nem sziikséges 4.LEPES igy az értékelés a kovetkezo:

Ha a # 3, akkor p paraméter barmely értéke mellett egyetlen megoldas van, a szabadsagfok 0.

EZZEL A FELADATMEGOLDAS VEGETERT




